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Lathéorie de l'information sest particulierement dével oppée autour des années 50, en fait a partir du
moment ou C. Shannon aformadisé la circulation de I'information dans un modde mathématique. On
parle dors d entropie ou de théorie gatigtique de I'information. Ce dernier utilisera celle-ci comme
outil de traitement du signa (Shannon 1975). Nous dlons rappeler brievement les notions les plus
importantes de cette théorie. Nous expliciterons ensuite le contexte d'utilisation de cdle-ci en
bibliométrie, qui et cdui des digtributions qui éudient les régularités statistiques observées dans le
domaine de la production et de I’ usage de I'information. Tous ces travaux ont confirme I’ existence
de grandes amilitudes entre les différentes distributions éudiées dans le domaine de I’ information et
donc I’ existence de régularités et de rapports mesurables, qui autorisent de ce fait la prévison et le
concept delois.

Cet article prolonge des éudes qui ont montré qu'il existe un lien entre digtribution et entropie plus
particulierement le lien qui exigte entre le principe du "moindre effort” e la forme andytique dune
digribution Zipfienne.



1. Rappel sur I'entropie

2.

Soit une source d'information, producteur de n événements adéatoires, de probabilités respectives

P1,P2-... Pn
(a p=1)

i=1

on appelle entropie d' une telle source lafonction H suivante (Caumel 1938) :
H(p,, p,--P,) =- & P,Log, (i)

i=1
Tout comme les systemes éudiés en science physique, plus I'entropie de la source est devée e
moains le systeme est ordonné (ici prévisible). Shannon suppose que plus un systéme est ordonné et
moins il ne produit dinformation. Aing I'entropie H e maximum g tous les événements sont

équiprobablescest adires ona:" i p, :1, dans ce casH = Logy(n)
n

Lafonction logarithme de base deux qui est couramment utilisée et cohérente avec le codage
éectronique de l'information par le bit (le bit et d&fini comme éant I’ entropie maximum de la source
binaire déataire).

Il est possible déendre et de générdiser ladéfinition de I’ entropie pour une loi de probabilité
continue. Dans ce cas, on ne parlera plus de distribution mais de fonction de densité (notée n) d'un
phénomeéne déatoire. Et on définira son entropie par lafonction:

H(v)=- @/(t)Log(v())dt

En bibliométrie les événements classiquement éudiés sont la production d articles, la production de
mots clés, ou les emprunts d'ouvrages; |es sources respectivement prises en compte seront dorsles
auteurs, les références bibliographiques et les livres. Ces évenements sont remarquables car ils sont
caractérisés par des régularités satistiques. |l est dors intéressant d'observer comment varient les
entropies, c'est a dire comment varie la quantité dinformation, de ces différentes sources en fonction
du processus déatoire qui les gouverne.

Rappel sur les distributions Bibliométriques

Les trois digtributions bibliométriques classques sont la loi de Lotka, rdative a la production
d aticles, la loi de Zipf, rddive a la féquence d gpparition des mots dans un texte et celle de
Bradford relative ala dispersion des articles dans des périodiques.

En fonction des phénomenes éudiés, ces lois vont sénoncer soit de maniére fréquentidle, soit de
maniére ordonnée.

Fréguence (L otka):




L'approche fréquentidlle et la plus ancienne (Lotka 1926). La probabilité dgpparition dun
événement est caculée en fonction de sa fréquence d'apparition. Un exemple de loi de ditribution
fréquentielle et la loi de Lotka ou I'analyse porte aur la production d'articles scientifiques par des
chercheurs. Lotka propose d'écrire la digtribution n; du nombres de scientifiques qui ont écrit i
articles par :

n=lt i=12.i
|

ol Imax €st le nombre maximum d articles produits par un cherchevr.

Cette loi et générdisée dans laformule : n, :§ ou K et a sont des constantes dépendants du

[
domaine éudié.

Rang (Zipf):

L'énonciation d'une loi sdon le rang suppose que l'on ait au prédable ordonné la source
dinformation selon sa production. Ces digtributions par rang sont utilisées lorsgue I'ordonnancement
de la production de la source est inévitable pour marquer |'gpparition d'une régularité. L’exemple le
plus caractérigtique d'une didtribution par rang est ceui de la loi de Zipf. Ce dernier observe la
fréquence d'apparition des termes dans des textes anglais. Il va comptabiliser le nombre de termes
qui ont une fréquence d'apparition identique. En ordonnant ces nombres d'une maniére décroissante,
il observa quil exige une relation inversement proportionndle entre le rang de présentation d'un
terme et sa fréquence d'apparition. Zipf traduit cette régularité par I équation suivante :

g(r) :ﬁq ou g(r) désignelafréguence delaformederang .
r

De nombreux travaux ont montré les équivaences entre les digtributions par rang et les digtributions
fréquentielles (Egghe 1988). Le choix de I'une ou l'autre des présentations dépend de I'analyse que
I'on souhaite mener. Dans I'éude des digtributions de mots clefs, on choist de présenter la
distribution par rang car dle est la plus sgnificative (Quoniam 1992). Dans une publication récente
(Lhen 1995), faite en collaboration avec le CRRM, nous avons montré I'intérét de la théorie de
I’ entropie généralisée (Reyni 1960) pour manipuler les digtributions de ce type.

L e cas continu (Par eto) :

L’andogue de la digtribution de Lotka pour le cas continu est la distribution de Pareto qui S écrit
souslaforme :

v(t)=— g—; t3to a3o0



3.

Haitun (Haitum 1082) définit une distribution Zipfienne par la fonction de densté hyperbolique

suivante v(t) = ¢

t1+a

ou t appartient al'intervale [1,¥) et ou a et C sont des congtantes positives.

S a =1 nous sommes dans le cas bien connu delaloi de Lotka.
Toutes les propriétés mathématiques de ce type de digtributions ont éé largement éudiées. SD
Haitum oppose ce type de digtribution aux distributions gaussennes.

Entropie et distribution
3.1 Problématique

Soit une digtribution bibliométrique, gu’ on note (F, I) ou F représente I’ ensemble des formes qui
désignerons  une source bibliographique identifiée: ensemble d auteurs, d'articles,.....Le mot
forme désgne égdement dans un fichier t@échargé tout suite de caractéres entourée de
separateurs. Une forme peut étre congtituée de un ou plusieurs mots et désigner des ééments auss
variés que: auteur, source, code, mot clé....

| désigne I’ ensemble des items : nombre positif représentant I’ occurrence (le nombre d gpparition)
delaforme. Toutes ces vaeurs congtituent la production de la source.

Nous avons vu précédemment que plusieurs représentations d une distribution sont possibles On
Suppose que cette source est gouvernée par un processus aéatoire Sationnaire quon peut
observer et qu'dle est caractérisée par une fonction qui traduit | effort pour produire I’ ensemble
des différents items. Le probléme éudié est dors le suivant: pour une quantité d effort donnée
quelle est larelation entre la distribution aéetoire de la source et lafonction d' effort § on cherche a
rendre maximum la quantité d'information (au sens de Shannon) produite par la source . Ces
techniques, qui consistent a maximiser I’ entropie sont utilisés égaement pour évauer des bases de
données documentaires (Kantor 1998).

Des éudes ont montré qu'il existe un lien entre digtribution et entropie. Y ablonsky, aen particulier
démontré le lien qui existe entre le principe du "moindre effort” et la forme andytique dune
digribution Zipfienne.

Yablonsky (Yablonsky 1980) se place dans le cas de I'analyse de la production darticles des
chercheurs. L’effort nécessaire pour produire un article et modédisé par la fonction noté E,
E(t) =kLog(t), oui K et le coefficient de proportionndité. t = 1 correspond a"l'éat minima du
soientifique’ qui a produit un artide; cette fonction E(t) appelée fonction d' effort traclit le fait que la
production dun article supplémentaire requiere de la pat du chercheur moins deffort. Cette
modédlisation est connue sous le nom de "loi du moindre effort”: lafonction de densité qui répond ala
question de la maximisation de I’ entropie, sous contrainte d un effort, et la fonction Zipfienne. Nous
dlons formuler ce probleme sous forme mathématique en utilisant une représentation continue de la
source.

Plus précisément on cherche une fonction v(t), t éant défini sur l'intervale [a, ¥ [, tele que :
v(t) 3 Osur[a ¥[ (a3 0) véifiant:

@
(b)

v(t)dt=1 (v fonction de densité)

E(t)v(t) =E (contrainte d' un effort congtant)

Ok O«




et maximisant I’entropieH dev: H(v)=- (Sv(t) Log(v(t))dt

V(t) est une digtribution bibliométrique de nature variée : géométrique, Zipfienne, binomiae négative,
exponentidle...

E(t) et lafonction d effort,

E est une congtante positive qui correspond a l'effort moyen,

Hest I'entropie.

3.2 Réaultat de Yablonsky : le cas Zipfien

Yablonsky (Yablonsky 1980) montre que la maximisation de |’entropie pour la fonction d effort
E(t) =kLog(t) est obtenue pour une densité dont laforme anaytique est :
C

t1+a

v(t) =

ou a:E e t31
E

. . 1
Lecdcul del’entropie en fonction dea donne {H (&) =- Log(a)+g+1

a éant par définition pogitif il ext facile de montrer que I’ entropie est une fonction décroissante de a.
On retrouve I'interprétation classque de la loi de Lotka, a savoir que plus a est grand, et plusle
fossé entre le nombre de chercheurs qui produit beaucoup et le nombre de chercheurs qui produit
peu est grand (sachant quil y a peu de chercheurs qui produisent beaucoup par rapport au nombre
de chercheurs qui produisent peu).

3.3 Lecasgéométrique

Trés souvent la distribution géométrique et utilisée pour quantifier certaines régularités observées en
bibliométrie en particulier dans le domaine des usages de documents en bibliotheque par exemple
(Lafouge 1997).

Une digtribution géométrique s écrit sous laforme :

G(g)(i)=(- gq* i=12..¥ 0<qg<l

S on écrit I" éguivaent continue de cette distribution on obtient la distribution exponentielle suivante :

- tlogk)
q

v(t)=pg' = pe"™ =pe

(1-9=p)

Nous avons chois de prendre la fonction d effort linéaire | E(t) =Kk(t - 1) |t montré que la fonction
qui répond au probleme variationnd précédant et la digtribution exponentiele:




N Kk
v(t)=ae*"? ou a:E e t31

Le cas T =1 comme précédemment correspond a I'éa minima du scientifique qui a produit un
aticle.

Dans ce cas & est lamoyenne de V. La contrainte (b) correspond donc a fixer I'espérance. Si nous

nous plagons comme précédemment dans le cas de la production scientifique, la fonction linéaire
E(t) traduit que lorsque I'on gpplique le principe du maximum de |'entropie avec effort congant, la
fonction résultante est une distribution géométrique.

Ces résultats sont demontrés en utilisant des techniques de cacul variationne!.-

Démondiration
Montrons que lafonction :

w(t) =ae 2t ol azg e t31

vérifieles conditions (1) (2) et (3)

v3 0sur[l, ¥[ 1)
6 vt)dt=1 )
(Sk(t _Dv(t)dt =E ©)

et maximise lafonction: H (v)=- (5v(t)Log(v(t))dt

On montre facilement que la fonction W vérifie les conditions (1) (2) & (3). Montrons que W
maximise bien I entropie. Nous alons montrer que H ateint son minimum pour lafonction W.

Soit F lafonction suivante:

F(t,v)=vLog(v)+lv+a(t- v :
ou | est une constante qui apour valeur 11 =-1- Log(a)

On a:ﬂiF(t,v)z Log(v)+1+I +a(t- 1)
%

On montre facilement que cette dérivée S annule pour w.

Pour t fixéona: Al Ft,w=0
v

2
Pour t fixéona: TF(t,v):E 30
T°v Y,

F éant convexe et s annulant en W pour toute valeur de t fixé on peut écrire :



v  F(t,Vv)3 F(t,w)

soit: " v  viog(v)+lv+a(t- v wlLog(w) +lw+a(t- Hw

¥
N\

o) (nLog() +I n+a(t - Hn)dt 3 5 (wLog(w) + 1 w+a(t - )w)dt

Soit pour toute fonction V vérifiant les conditions de normdisation (2) et (3)
O VLog(v)dt @ ywlLog(wdt o ot le résuitat cherché

Lecdcul del’entropie en fonction de @ donne :
[H@) =1- Log(a)]

Nous avons le méme résultat que précédemment pour b variation de H en fonction de a . On
remarque d autre part que I entropie caculée avec une loi d effort linéaire est toujours inférieure a
une entropie caculée avec une loi d effort logarithmique et que cette différence varie de fagon
inversement proportionnellea a . Ladispersion, et donc I’ entropie, est plus forte dans le cas Zipfien.
Ce réaultat judtifie a posteriori le choix de I’ entropie d ordre 1 pour caractériser la diversité d'une
digtribution Zipfienne (Lhen 1995).

Remarque
Nous pouvons démontrer le résultat précédant de Y ablonsky en utilisant la méme technique avec la

fonction F suivante :
F(t,v)=vLog(v)+1v+(1+a)vLog(t)oul =- Log@)- 1
3.4 Le casbinomial négatif

Une autre distribution est trés souvent utilisée (Lafouge 1999) pour moddiser les distributions
d usage, ladigribution binomiae négative qui S écrit souslaforme :

Bn(a,r)(@®=@1- a)’

Bn(q, r) (i) =r(r +1)....(r+i-1).m i=2.¥ :0<q<l

S r =1 on reconnait |’équation d une distribution géométrique. Il N’ existe pas a notre connaissance
comme pour le cas géomérique de loi strictement équivalente dans le cas continu. Nous alons
utiliser des techniques de convolution pour construire une nouvelle didribution qu' on gppeleraic
« pseudo binomide ».

Rappel
Soient deux variables aéatoires continues indépendantes Xi et X, ayant respectivement pour
fonctions de densité F1 et F2 définies sur I'intervalle |- ¥ ,+¥[. On montre que la variable



déatoire X1 + X, apour densité la fonction F1*F2 qu’ on appelle produit de convolution de
FletF2:

F*F,00= dh(y)F(x- y)dy

On généralise cette définition pour un produit de convolution d ordre j. Soit Xj une sLitefinie

de variables aéatoires indépendantes de densité F on montre que lavariable déatoire é_ X,
j

apour fonction de densité lafonction F; définie par le produit de convolution sivant :
Fl =F

F,=F*F F() = gF(y).F(x- y)dy

F =F_,*F j=23....

I ]

Ces techniques de convolution ont éé utilisées pour donner une nouvelle interprétetion de laloi de
Lotka (Egghe 1994).

On sait que dans le cas discret (Cdot 1984) la somme de j variables indépendantes de loi
géométrique G(q) est une variable binomiae négative Bn( j q) . Auss nous dlons définir lafonction
de dendte V, comme éant la convolution de j didtributions exponentielles; cdle-ci sera la
digtribution, dite « pseudo binomiae négetive », qui remplacerala digtribution binomiade négative.

Soit la digtribution exponentielle de densité:
v(t) =ae® t30

Un cacul smple montre que le produit de convolution d’ ordre j de lafonction V s écrit
' a

- e t3 0
(i- D

_ : -l
vV, =VRVLLLY (L) =a

Egghe a montré (Egghe 1994) les propriétés de stabilité pour la digtribution géométrique en utilisant
ce produit de convolution.

S ladigribution originelle est de type exponentielle, nous pouvonsinterpréter cette distribution Vj de
différentes manieres :

= dansun contexte de production d' articles, v, (i) est laproportion d auteurs ayant écrit i

articles, chague article ayant exactement j auteurs.
= dansun contexte de distributions de mots clefs de références bibliographiques, v, (i) estla

proportion de mots utilisési fois, chague référence ayant exactement j mots clés.

Le probléme que nous cherchons a résoudre et dors le suivant : quelle est la nature (de type
linéaire, logarithmique...) de la digtribution d effort (notée EF) qui est liée a un processus déatoire
de type «pseudo binomiad négatif » (cf définition précédente) e qui maximise la quantité



d information au sens de Shannon s on fixe la quantité d' effort . (noté E). Ce probléme se formule
meathématiquement de lafagon suivante :

oottt
Soit ladigribution suivante :v (t)=a’ (_t D e t3 0(] entier Srictement positif)
j- D!
quelle ext lanature de ladigtribution d' effort EF qui vérifie les conditions suivantes :
6 EF(t)v,(t) =E (contrainte d'un effort constant)

et tele que I'entropie H: -H(v)=- 5v(t)Log(v(t) )dt pour toute fonction v vérifiant les

conditions :
v(t) 3 Osur [0, ¥[

5v(t)dt =1
5 EF (t)v (t)dt =E

soit maximum pour lafonction v (t) .

Nous alons voir s la fonction deffort EF suivante |EF (t) =at - (j - 1)log(t)| est vaide pour
résoudre |a problématique précédente.

¥
Nous vérifions facilement par récurrence que (y, (t)dt =1
0

Montrons que |'effort 6 EF (t)v, (t)dt est constant.

. a’
Po K@ )=——
sons K(a, |) TRy

N R a¥ j o-at ¥\ H j-14-at 0
E=QEFM)yY, () =K@, J)é@ at'e™dt- ¢fj- Dlog(t)t" e *dtx
0 g
¥ . . ¥ ¥ . 1e—at
Qtled :[t’e'ﬁ“]0 - Ot ——at
h _
or nouseat\/ons[at'e‘at o, =0 etnousavonsvu que (K (@, j)t" ‘e ™dt =1
0

\¥ jo-at — J 1
Donc 0 at’e®dt == .
a K(a, j)



¥
Soit E = j - (j - 1).K(a, j).¢Jog(t)t" e “at
0

¥ . A +B. log(a
Or gog(t)t 'e*dt et delaforme — '.Og( )
0

; . Pour faire ce calcul on utilise des techniques
a

liésau caleul integrd.

Par eXempIe pOurj =20n a:é I@(t)-t.e_atdt _- 1+g+2Log(a)
a
- 3+2g+2Log(@)

Pourj=3o0na (Slog(t).tz.e‘a‘dt = -
a

(g estlacongante d’ Euler :0.5772....)

A +B. log(a
Donc|E=j- - _'Og( )
(j-2)!

E est bien congtant en fonction det.

Montrons a présent que EF maximise bien I'entropie. Nous dlons montrer que H atteint son

minimum pour lafonction n; (t)= K(a, j)t/ 'e®.
Soit F lafonction suivante:
F(t,v)=vLog(v) + v+ EF(t)v :
ol | est une constante qui apour vaeur : | = - Log(K (a, j))- 1
On a:ﬂl F(t,v)=Log(v) +1+ 1 + EF(t)
v

Posonsnj(t)= K(a, j)t' e ™

ﬂlF(t n;)=Log(K(@, j))+(j- Dlog(t) - at +1+1 +at- (j - log(t)
v

1 N -

—F(t.n;)=Log(K(a, j)) +1+I

v

S onremplace| par savaeur aors cette dérivée Sannule pour nj .

o, 6 1
Pour t fixeona: ——F(t,v)==20
T°v \Y;

F éant convexe et Sannulant ennj(t) pour toute vaeur det fixé on peut écrire :

"v  F(t,v)3 F(,n;((t)

soit: " v vLiog(v)+lv+a(t- Dv3n;(t)Log(n;(t)) +1 n;(t)+a(t - Dn;(t)

10



Y ¥c‘fVLOQJ(V) +lv+a(t- Yv)dt 3 %j(t)Log(nj(t)) +1nj(t)+a(t- 1)nj(t)9dt
0 (%)

0

Soit pour toute fonction V vérifiant les conditions de normdisation (2) et (3)

¥ ¥ .
"v  dvLog(v))dt 2 ¢gN; (t)Log(; (1)) 3t o il le résultat cherché
0 0€ (%)

Cdcul del'entropie - H(v)= (‘5 v(t)Log(v(t) )at

- Hv) = K@, et Log(K @, )t te ™ bt

- Hv)=gK (@, )t e (Log(K @, j)) + (i - Diog(t) - at)

- H(vj):©¥K(a,j)Log(K(a,j))tj'le'a‘dt+8<(a,j)(j - Dt e log(t)dt - (RK (@, )t e dt

A +B,log(a)

¥
or K@t 'e®dt=1et ¢y 'e*log(t)dt est delaforme
Q h al

A, +Blog(a)
i

Donc - H(v,)= Log(K(@, ))) +K@, j)(j- D +aK (a, j)(‘);—tj'le'atdt

- H(v,)= jLog(a)- log((j - 1)+ (A +Bloga))+ j

(G- 2)
H) =8 @)+t - tog(j - )
DTG, 0 G |

Conclusion

Notre problématique éait de trouver un lien entre l'entropie dune source e sa digtribution

bibliométrique. Nous somme partis du travail de Y ablonsky sur le principe du "moindre effort” et de

la forme andytique d'une digtribution Zipfienne. Nous avons essayé d'appliquer ce méme principe de

recherche a dautres digributions, en particulier les digtributions géométriques et distributions

binomides négetives.

Notre problématique est la suivante :

= S v(t) et la forme andytique d'une distribution bibliométrique de nature variée : géomeétrique,
Zipfienne, binomide négative, exponentidle, t &ant défini sur l'intervale[a, ¥ [, tdleque : v(t)2 O
sur [a ¥[ (a® 0)

= 3 E(t) et lafonction d'effort de production de la source (E est une constante positive qui
correspond a l'effort moyen),

» e 9 Hest|'entropie.

11



Nous cherchons les couples (E(t), v(t)) véifiant :
@ 6 vt)dt=1
(b) 6 Et)v(t) =E (contrainte d' un effort constant)

(© HV=- JVOLog(Mt)dt est madimum

12



Dansle cas dune digribution Zipfienne, lafonction de densté et delaforme v(t) = ¢

t1+a
Y ablonsky montre que la problématique est résolue pour le couple :
() =klog) , vi)=—2 o Ko te1
e t" g E

Lecdcul del’entropie en fonction dea donne :H (@) =- Log(a)+é+1 Q)

Dans le cas d'une ditribution géométrique, lafonction de densité est de laforme v(t) =ae .

Nous avons montré que |a problématique est résolue pour le couple :

(Et)=kt- D . v(t)=ae*“?)ou a:E e t31

Lecdcul del’entropie en fonctionde a donne :
H@)=1- Log(@). (2

Dans le cas de la digtribution binomiale négative , la distribution de densité correspondante
tt

choiseest v, (t) = a’ e t30

(j- D!
Nous avons montré que la problématique est résolue pour le couple :
) J*l .
gfiF(t):at- (i-Dlogt) , v,()=a' ——e™3 ol t30
(- g

Lecdcul del’entropieenfonctiondej et a donne :

. & B, ¢ A . .
- H(G@)=g] + i gyslou@) + o+ i - log((i - )

Nous pouvons obsarver que dans le cas dune didribution Zipfienne, la fonction deffort de
production de la source est logarithmique, dans le cas géométrique ele est linéaire, dans le cas dune
distribution "pseudo-binomide négative" est composée de la somme de deux fonctions : unelinéare
(effort congtant) et | autre logarithmique (loi du moindre effort).

Nous pouvons observer que dans les trois cas I’ entropie est une fonction décroissante de a . Dans
les deux premier cas; le cas Zipfien et géométrique I'entropie décroit d'une maniere logarithmique.
Dans le cas "pseudo-binomide négatif”, la fonction d effort conserve sa composante logarithmique
mais est beaucoup plus complexe puisqu'ele dépend auss du paramétre j. Tout l'intérét est dors a
présent de calculer lestermes A et B; et aing définir complétement le calcul de l'entropie.
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